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摘    要:［目的］旨在研究截断模型与原模型动力边界等效问题，为开展船舶与海洋结构物动力特性研究打

下基础。［方法］采用有限元方法计算自由边界下 V 形板模型和一条边弹性支撑，另外三边自由边界下孤

立板模型的固有频率与振型，将 V 形连接板模型固有频率及振型与孤立板模型进行对比，探究了板架截断模

型动力边界等效规律。形形形［结果］研究表明：随着附板厚度增加，V 形连接板第 (m, n) 阶主板模态在沿

附板耦合边方向的半波数 m 不变，垂直于附板耦合边方向的半波数 n 增加；随着附板长度增加，V 形连接板

第 (m, n) 阶主板模态在沿附板耦合边方向的半波数 m 不变，垂直于附板耦合边方向的半波数 n 减小；当 V 形

板主板与附板耦合角度 α介于 40°与 90°时，V 形板附板相当于给主板提供了一个固支边界条件。［结论］提

出一个快速预报 V 形板部分模态固有频率的方法，对设计和评估船舶与海洋工程局部板架结构动力性能具

有重要意义。形
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Dynamic boundary characteristics for truncated model of V-shaped
orthogonally stiffened plates

TANG Dong*, RAN Maohui, LI Ye, WANG Hao, XIONG Weipeng

College of Harbour, Coastal and Offshore Engineering, Hohai University, Nanjing, 210024, China

Abstract: ［Objectives］To study  the  dynamic  characteristics  of  local  structures  in  naval  architecture  and
ocean  engineering,  the  dynamic  boundary  equivalence  method  between  truncated  model  and  original  model
should be explored. ［Methods］The finite element method is used to calculate the natural frequency and vi-
bration mode of the V-shaped plate model and one-side elastic support under the free boundary. In addition,
the  natural  frequency and vibration  mode of  the  isolated  plate  model  under  the  three-side  free  boundary  are
compared with the isolated plate model, and the equivalent law of the dynamic boundary of the truncated plate
model is explored. ［Results］The research shows that with the increase of the thickness of the attached plate,
the half wave number m of the (m, n) order of V-shaped plates mode is constant along the coupled edge direc-
tion, and the half wave number n perpendicular to the coupled edge direction increases; With the increase of
the length of the attached plate, the half wave number m of the (m, n) order of V-shaped plates mode is con-
stant along the coupled edge direction, and the half wave number n perpendicular to the coupled edge direc-
tion of the attached plate decreases. When the coupling angle α between the main plate and the attached plate
is  between  40°  and  90°,  the  attached  plate  of  the  V-shaped  plate  is  equivalent  to  providing  a  fixed  support
boundary condition for the main plate.［Conclusions］A fast prediction method for the natural frequency cor-
responding to the partial modes of the V-shaped plate is proposed.
Key words: V-shaped  coupling  plate；coupling  angle；mode  transition；natural  frequency； rapid predic-
tion technique
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0    引 　言

在船舶与海洋结构物上大量使用连接板架单

元形成的封闭或者半封闭空间，为人类开发和利

用海洋资源提供稳定可靠的作业平台 [1]，其动力

性能直接影响船舶与海洋工程装备的作业性能和

工作人员的作业安全 [2]。在研究船舶与海洋结构

物局部结构的动力特性时，通常需要对局部板架

结构进行截断处理，将与之相连接的板架结构等

效为合适的边界条件。研究原模型与边界等效后

模型动力特性区别与联系，以及相关参数的影响

对船舶与海洋工程装备动力性能评估与优化设计

具有重要意义。船体结构由大量板梁构件组成，

实际情况非常复杂，本文从船舶与海洋结构物中

常见的、较为简单的 V 形板入手开展边界等效研

究，为复杂结构动力边界等效问题研究提供理论

基础与技术支撑。

国内外学者针对 V 形连接板架结构和 L 形

这种特殊的 V 形连接板架结构开展了大量关于

其动力特性、能量传递、动力响应和抗爆抗冲击

性能等方面的研究工作。Xie 等 [3] 研究了边界条

件、耦合关系、耦合角度和结构尺寸等因素对

L 形板动力特性的影响。针对由多个 L 形结构组

成的箱形结构，Chen 等 [4] 研究了对称耦合、非对

称耦合和激励等因素对其能量传递特性的影响。

Zhang 等 [5] 研究了谐波激励方向和板间耦合角度

对耦合板动力响应的影响。Shao 等 [6] 研究了 V 形

板材料参数和耦合参数对功率流及其传递效率的

影响。汤冬等 [7] 研究了耦合角度、板厚和阻尼损

耗因子等参数对 V 形薄板的功率流透射损失的

影响。Markose 和 Rao[8] 研究了炸药量和 V 形板

的夹角对其抗爆抗冲击性能的影响。

国内外学者开展了大量针对加筋板边界条件

对其动力特性影响的研究工作。Wang 等 [9] 研究

了四边简支以及一对边简支、另一对边固支边界

条件下矩形加筋板的自由振动问题。Du 等 [10] 分

析了经典边界条件和弹性边界条件下加筋板的自

由振动和受迫振动响应。基于一阶剪切变形板理

论，Shen 等 [11] 和 Qin 等 [12] 采用无网格方法分别研

究了经典边界条件下加筋板的受迫振动特性和固

支边界条件下圆形加筋板的弯曲自由振动特性。

Peng 等 [13] 分析了边界条件对加筋板自由振动的

影响。针对谐振器和加筋板耦合模型，Tian 等 [14]

研究了简支边界条件下超材料加筋板的振动抑制

问题。针对任意边界条件下复合材料加筋板的自

由振动问题，Maji 等 [15] 和 Rajawat 等 [16] 采用有限

元法分别研究了边界条件对石墨烯增强复合材料

加筋板和加筋层合板固有频率的影响。Gao 等 [17]

采用半解析方法分析了一般弹性支撑边界条件下

加筋板的自由振动响应，发现边界条件对加筋板

的动力特性有显著影响。

通过对 V 形板动力特性研究和边界条件对

加筋板动力特性影响研究相关文献的回顾和总结

发现，国内外学者针对 V 形板的自由振动与强迫

振动响应及其影响因素开展了大量研究工作，也

有很多学者分析了边界条件对加筋板动力特性的

影响。然而，将这两方面问题结合起来，开展截

断模型与原模型动力边界等效问题的相关研究十

分少见。本文以船舶与海洋结构物中 V 形连接

板及其等效边界条件下的孤立板为研究对象，采

用有限元方法计算自由边界条件下不同耦合角

度、不同附板厚度、不同附板长度 V 形连接板的

固有频率与振型，分析 V 形连接板参数对其动力

特性的影响，同时计算一边弹性支撑、另外三边

自由边界条件下孤立板的固有频率与振型，将原

模型与边界等效模型的固有频率与振型进行对

比，探究 V 形连接板动力特性与弹性支撑孤立板

动力特性的等效规律。 

1    V 形连接板有限元模型与网格尺
寸有效性分析

工程实践中常将 2 块板连接起来形成 V 形结

构，例如船体因型线要求在船体舷侧外板的不同

位置会与甲板板架呈现出不同角度 V 形空间板

架结构，因此，分析夹角对 V 形连接板本征动力

特性的影响具有重要的工程意义。如图 1 所示，

V 形连接板由主板、附板和主板上的加强筋组

成。主板长度 Lx 与宽度 Ly 相等，厚度为 h，附板

宽度与主板宽度相同，附板长度和厚度分别为

L 和 h1，加强筋截面为矩形，高度和宽度分别为

H 和 B，V 形连接板夹角的补角为 α。

 
 

附板

L

E-E/F-F

B

主板

Lx Ly

α F
F

h

h1

E
E

H

图 1　V 形连接板示意图

Fig. 1    V-shaped connecting plate model
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本文采用有限元法计算 V 形连接板固有频

率与振型，有限元模型的网格尺寸会对计算结果

准确性产生影响。一般而言，计算精度会随着网

格减小而提高，但随之而来的是计算成本和计算

时间的增加。在开展 V 形连接板动力特性分析前，

需要确定合适的网格尺寸，在保证计算结果准确

性的前提下有效降低计算成本、提高计算效率。

本文采用有限元软件 ABAQUS 计算如图 1
所示 V 形连接板模型在自由边界条件下的固有

频率和振型，模型采用钢质材料，其材料属性与

几何参数见表 1。有限元模型的板采用四节点减

缩积分单元 （ S4R） ，加强筋采用线性梁单元

（B31）。主板沿宽度 Ly 方向上和长度 Lx 方向上

的模态数分别用 m 和 n 来表示，不同网格尺寸计

算得到的主板 (m, n) 阶模态固有频率及相邻网格

尺寸下固有频率的最大差值（相邻网格尺寸同阶

固有频率相差百分比的最大值）如表 2 所示。

 

表 1    V 形连接板数值模型材料属性和几何参数

Table 1    Material  properties  and  geometric  parameters  of  V-

shaped plate

参数 数值

弹性模量E/Pa 2.1×1011

密度ρ/(kg·m−3) 7 800

泊松比v 0.3

主板厚度h/m 0.01

主板长度Lx/m 1.00

主板宽度Ly/m 1.00

附板厚度h1/m 0.01

附板长度L/m 0.70

加强筋高度H/m 0.02

加强筋宽度B/m 0.01

V形板夹角的补角α/（°） 60

 
 

表 2    不同网格尺寸下 V 形连接板的固有频率及其最大差值

Table 2    Natural frequencies and their maximum differences of V-shaped connecting plates under different grid sizes

网格属性 不同阶数(m, n)的固有频率
最大差值/%

尺寸/m 网格数量 (1, 1) (2, 2) (3, 3) (4, 4)

0.010 17 924 127.07 341.98 625.64 1 042.46 —

0.009 22 516 127.04 341.89 625.36 1 041.82 0.061

0.008 28 360 127.02 341.81 625.14 1 041.31 0.049

0.007 36 427 127.00 341.73 624.94 1 040.83 0.046

0.006 49 933 126.98 341.66 624.74 1 040.42 0.041

0.005 71 422 126.95 341.59 624.57 1 040.03 0.036

0.004 110 299 126.94 341.54 624.43 1 039.71 0.032

0.003 197 003 126.93 341.50 624.32 1 039.51 0.019

0.002 433 856 126.92 341.47 624.27 1 039.34 0.019
 

由表 2 发现，当网格尺寸为 0.005 m 时，V 形

连接板固有频率已经收敛，此时网格数量为 71 422，
最大差值为 0.036%，计算精度高，计算量适中，故

本文有限元模型的网格尺寸选择为 0.005 m。

为了验证建模方法的正确性和网格尺寸的合

理性，建立文献 [5] 中的 V 形板模型进行计算，其

中网格尺寸采用网格收敛性研究结果，即网格尺

寸取为 0.005  m。文献 [5] 中 Lx=0.4  m，Ly=0.4  m，

板厚 h=0.003 m，材料弹性模量 E=206 GPa，泊松

比 v=0.3，密度 ρ=7 850 kg/m3，α=30°。计算结果如

表 3 所示。

从表 3 可以看出，与文献 [5] 的固有频率结果

相比，V 形板的前 5 阶固有频率误差小于 0.3%，

由此说明本文所构建的 V 形板模型以及所选用

的网格尺寸是合理的。

  

表 3    本文结果与文献 [5] 结果对比

Table 3    Comparison  between  the  results  of  this  article  and
those of Reference [5]

模态阶数 文献[5]固有频率/Hz 本文固有频率/Hz 误差/%

1 24.24 24.29 0.21

2 30.88 30.84 0.13

3 61.25 61.07 0.29

4 69.25 69.26 0.01

5 117.46 117.27 0.16
 

2    耦合角度对 V 形连接板本征动力
特性的影响

 

2.1    V 形连接板耦合角度选取范围

V 形连接板几何模型如图 1 所示，数值模型
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采用的除角度 α外的所有材料参数与几何参数见

表 1。由于结构中常见板与板夹角为钝角，本文

采用 α作为分析参数，分别针对 α为 0°，3°，6°，
9°，12°，15°，18°，20°，30°，40°，…，90°的 V 形连接

板模型计算其固有频率与振型。 

2.2    耦合角度对 V 形连接板本征动力特性
的影响分析

在分析夹角对 V 形连接板本征动力特性的

影响时，选取主板 (m, n) 阶模态为研究对象，考察

其在不同夹角时的固有频率，其中 m, n 分别为

Ly 和长 Lx 方向的模态数。不同角度 α下 V 形连

接板主板 (m, n) 阶模态固有频率及其随 α的变化

率 κ1 见表 4。V 形连接板固有频率随 α的变化规

律如图 2 所示，变化率 κ1 为相邻角度固有频率变

化量绝对值与角度变化量绝对值的比值。

由图 2 可见，V 形连接板 (m, n) 阶固有频率

随 α增加呈现出 2 个阶段的变化规律，第 1 个阶
 

表 4    不同耦合角度 α下 V 形连接板主板第 (m, n) 阶模态固有频率 f 及其变化率 κ1

Table 4    The (m, n)-order natural frequencies f and their variation rate κ1 of V-shaped plates under different coupling angles α

α/(°)
(1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2) (3, 3) (4, 4)

f/Hz κ1 f/Hz κ1 f/Hz κ1 f/Hz κ1 f/Hz κ1 f/Hz κ1

0 97.09 — 198.63 — 196.69 — 307.53 — 531.24 — 934.07 —

3 109.20 4.04 200.55 0.64 205.07 2.79 309.49 0.65 536.77 1.84 944.82 3.58

6 119.96 3.59 207.28 2.24 218.48 4.47 315.73 2.08 554.57 5.93 954.14 3.11

9 123.94 1.33 216.73 3.15 224.28 1.93 323.97 2.75 580.85 8.76 973.66 6.51

12 125.36 0.47 223.26 2.18 226.45 0.72 329.93 1.99 608.80 9.32 996.29 7.54

15 125.99 0.21 226.85 1.20 227.43 0.33 333.37 1.15 621.25 4.15 1 013.80 5.84

18 126.33 0.11 228.89 0.68 227.94 0.17 335.35 0.66 623.38 0.71 1 024.10 3.43

20 126.47 0.07 229.77 0.44 228.15 0.11 336.20 0.42 624.09 0.36 1 028.00 1.95

30 126.78 0.03 231.86 0.21 228.63 0.05 337.92 0.17 622.84 0.13 1 036.20 0.82

40 126.87 0.01 232.58 0.07 228.77 0.01 340.89 0.30 622.85 0 1 038.00 0.18

50 126.89 0 232.90 0.03 228.82 0 341.19 0.03 622.77 0.01 1 038.70 0.07

60 126.88 0 233.07 0.02 228.84 0 340.89 0.03 622.67 0.01 1 039.00 0.03

70 126.87 0 233.16 0.01 228.84 0 340.82 0.01 622.58 0.01 1 039.20 0.02

80 126.86 0 233.22 0.01 228.84 0 340.79 0 622.48 0.01 1 039.20 0

90 126.84 0 233.26 0 228.84 0 340.77 0 622.38 0.01 1 039.20 0
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图 2　V 形连接板固有频率随耦合角度 α的变化规律

Fig. 2    The variation of the natural frequency of the V-shaped connector plate with the coupling angle α
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段是当 α较小时固有频率急剧提升，第 2 个阶段

是当 α增大到一定值以后，固有频率变化较小。

若以 V 形连接板各阶固有频率的变化率 κ1≤

0.3 为判定其固有频率基本保持稳定的依据，则通

过表 4 可以看出角度 α在 0°～40°范围内时固有

频率急剧提升，角度 α在 40°～90°范围内时固有

频率变化较小。这是由于 V 形连接板是由 2 块

板耦合而成，当 α=0°时，2 块平板在耦合位置处的

法向支撑度最小，随着 α从 0°逐渐增加，2 块平板

耦合位置处法向上的支撑度逐渐提升，相当于逐

渐加固 2 块板的耦合位置，提升了 V 形连接板的

固有频率。当 α达到一定值后，2 块板耦合位置

处法向上的支撑度趋于稳定，因此固有频率不随

α的改变而大幅变化。 

3    附板厚度对 V 形连接板本征动力
特性的影响

 

3.1    V 形连接板附板厚度选取范围

分析附板厚度对 V 形连接板固有频率与振

型的影响。在船舶与海洋工程结构中，不同位置

所使用的钢板厚度不同，考虑到实际工程中船舶

与海洋工程结构钢板厚度的使用情况，本文在数

值计算过程中附板厚度 h1 分别选取 3，4，5，…，

24，25 mm，其余材料属性与几何参数见表 1，计
算 V 形连接板的固有频率与振型。 

3.2    附板厚度对 V 形连接板本征动力特性
的影响分析

在分析附板厚度对 V 形连接板本征动力特

性的影响时，同样选取主板上 (m, n) 阶模态为研

究对象。主板上 (m, n) 阶固有频率及其随附板厚

度的变化率 κ2 见表 5，固有频率随附板厚度的变

化规律如图 3 所示。 (m, n)=(3, n) 时主板上振型

随附板厚度变化的振型如图 4 所示。表 5 中变化

率 κ2 为相邻附板厚度固有频率变化量绝对值与

附板厚度变化量绝对值的比值。

针对平板模型固有频率与模态的研究比较充

分和成熟。根据经典薄板理论，四边简支矩形

薄板固有频率与尺寸和模态数之间的关系可以表

示为 [18]：
 

表 5    不同附板厚度下 V 形连接板主板第 (m, n) 阶模态固有频率 f 及其变化率 κ2

Table 5    The (m, n)-order natural frequencies f and their variation rate κ2 of V-shaped plates under different thickness of the at-
tached plate

附板厚度h1/mm
(1, n) (2, n) (3, n) (4, n)

f/Hz κ2 f/Hz κ2 f/Hz κ2 f/Hz κ2

3 72.53 — 211.34 — 472.06 — 1 025.90 —

4 96.07 23.54 225.06 13.72 473.39 1.33 1 026.90 1.00

5 117.06 20.99 249.87 24.81 473.84 0.45 1 031.00 4.10

6 122.52 5.46 295.97 46.10 514.40 40.56 1 033.10 2.10

7 124.39 1.87 328.89 32.92 592.86 78.46 1 033.20 0

8 126.30 1.91 334.77 5.88 626.96 34.10 1 055.00 21.90

9 128.84 2.54 338.86 4.09 633.21 6.25 1 159.70 104.70

10 134.02 5.18 347.35 8.49 640.51 7.30 1 260.30 100.60

11 143.25 9.23 370.72 23.37 701.86 61.35 1 280.90 20.60

12 153.86 10.61 399.81 29.09 758.24 56.38 1 289.70 8.80

13 164.78 10.92 429.36 29.55 812.71 54.47 1 333.10 43.40

14 175.77 10.99 457.78 28.42 842.75 30.04 1 423.90 90.80

15 186.76 10.99 479.71 21.93 850.94 8.19 1 514.70 90.80

16 197.67 10.91 487.62 7.91 852.42 1.48 1 582.70 68.00

17 208.41 10.74 490.35 2.73 856.33 3.91 1 598.00 15.30

18 218.75 10.34 492.12 1.77 864.79 8.46 1 601.60 3.60

19 227.97 9.22 492.30 0.18 896.43 31.64 1 604.90 3.30

20 234.44 6.47 493.55 1.25 938.28 41.85 1 620.20 15.30

21 237.64 3.20 494.64 1.09 981.06 42.78 1 684.20 64.00

22 239.20 1.56 496.71 2.07 1 023.40 42.34 1 755.70 71.50

23 240.13 0.93 506.25 9.54 1 065.70 42.30 1 827.10 71.40

24 240.76 0.63 526.59 20.34 1 117.10 51.40 1 894.20 67.10

25 241.23 0.47 545.88 19.29 1 157.60 40.50 1 913.00 18.80
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fmn =
1

2π

√
D′

ρ′h′

(mπ
L′y

)2

+

(
nπ
L′ x

)2 (1)

式中：D'=Eh'3/[12(1－ν2)]，为薄板的弯曲刚度；h'为
薄板厚度。由式 (1) 可知，四边简支矩形薄板的

固有频率 fmn 与 h’成正比。

由于 V 形连接板仅附板厚度 h1 发生了变化

而主板厚度保持不变，且 V 形连接板边界条件

为各边自由，因此，无论是主板还是附板，其固

有频率与板厚不再严格成正比，但从图 3 可以

看出 V 形连接板的固有频率依然随着 h1 的增

加而提高。

由图 3 可以看出，V 形连接板各阶固有频率

随着附板厚度 h1 的增加呈阶梯式提高，附板厚度

在某些区间内固有频率的变化率较大，呈非线性

变化规律，而在另一些区间内固有频率的变化率

较小，大体上呈线性变化规律。如图 4 所示，附板

厚度变化下 V 形连接板 (m, n)=(3, n) 阶振型图表

明随着 h1 增加，主板 Ly 方向上的模态数 m 保持

不变，而 Lx 方向模态数 n 逐渐从 2 增加到 4。对

比图 3 与图 4 可见，V 形连接板固有频率变化率

较大的区间与 V 形连接板模态转化区间一致，即

模态转化的同时，固有频率发生较大变化。 (m,
n)=(1, n)，(m, n)=(2, n)，(m, n)=(4, n) 时具有相似的

变化规律，上述现象也可用式 (1) 来解释。

由式 (1) 可知，在平板材料属性、几何尺寸以

及 Lx 和 Ly 方向上的模态数保持不变的情况下，

四边简支矩形薄板的固有频率与板厚 h 成正

比。而当平板材料属性、几何尺寸以及 Ly 方向

上的模态数 m 保持不变，Lx 方向上的模态数 n 增

加时，四边简支矩形薄板的固有频率随厚度的增

加而线性增大，随 Lx 方向上的模态数 n 的增加而

非线性增大，由于附板厚度的数量级远比模态数

n 的数量级小，因此，当 V 形连接板主板上模态

数 n 增加时，固有频率相较于模态未发生转变时

变化更加显著。因此，V 形连接板固有频率随附

板厚度 h1 增加呈线性增大与非线性增大交替出

现的阶梯式增大现象。考虑到 V 形连接板耦合

特征以及边界条件的影响，虽然固有频率不再与

n2 严格成正比，但模态数 n 增加时，依然会导致

固有频率显著提高。由图 3 与表 5 还可以看出

V 形连接板模态发生转变的过程中，固有频率与

附板厚度的关系近似正比例关系。例如从 (m,
n)=(1, 1) 转变为 (m, n)=(1, 2) 的过程中，变化率保

持在 10.99 左右。 
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图 3　V 形连接板固有频率随附板厚度的变化规律

Fig. 3    The  variation  law  of  natural  frequency  of  V-shaped con-
necting plate with the thickness of the attached plate
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图 4　不同附板厚度下 (m, n)=(3, n) 时 V 形连接板典型振型

Fig. 4    Typical mode shapes of V-shaped connecting plate at (m, n)=(3, n) under different thicknesses of the attached plate
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4    附板长度对 V 形连接板本征动力
特性的影响

 

4.1    V 形连接板附板长度选取范围

分析附板长度对 V 形连接板固有频率与振

型的影响，除了附板长度外，其余材料参数与几

何参数见表 1。V 形连接板由附板与主板两部分

组成 ，在板厚相差不大的情况下 ，附板长度对

V 形连接板的动力特性具有重要影响。为了研究

主板与附板耦合程度较高情况下附板长度对

V 形连接板固有频率与振型的影响，以附板长度

为主板长度的 35% 和 150% 为界限 ，附板长度

L 分别取 0.35，0.40，0.45，…，1.40，1.50 m，以此计

算 V 形连接板的固有频率与振型。 

4.2    附板长度对 V 形连接板本征动力特性
的影响分析

与分析附板厚度对 V 形连接板本征动力特

性的影响时相似，在分析附板长度对 V 形连接板

本征动力特性的影响时也选取主板第 (m, n) 阶模

态为研究对象。主板上 (m, n) 阶固有频率及其随

附板长度的变化率 κ3 见表 6。固有频率随附板长

度的变化规律如图 5 所示。主板第 (m, n)=(4, n)
阶振型随附板长度的变化规律如图 6 所示。变化

率 κ3 为相邻附板长度固有频率变化量绝对值与

附板长度变化量绝对值的比值。

由式 (1) 可知，平板模型第 (m, n) 阶固有频率

fmn 与 Lx
2 成反比，与 n2 成正比。对于平板模型，固

有频率随着长度 Lx 的增大而降低，随着模态数

n 减小而降低。由于 V 形连接板仅附板长度发生

了变化而主板长度保持不变，且 V 形连接板边界

条件为各边自由，因此，无论是主板还是附板，固

有频率 fmn 虽然不再严格与 Lx
2 成反比，但从图 5

中依然可以看出 (m, n) 阶固有频率仍然会随着长

度的增加而降低。

通过图 6 发现，随着附板长度 L 增加，主板

Ly 方向模态数 m 保持不变，而 Lx 方向模态数 n 随
 

表 6    不同附板长度下 V 形连接板主板第 (m, n) 阶 f 模态固有频率及其变化率 κ3

Table 6    The (m, n)-order natural frequencies f and their variation rate κ3 of V-shaped plates under different length of the at-
tached plate             

附板长度L/cm
(1, n) (2, n) (3, n) (4, n)

f/Hz κ3 f/Hz κ3 f/Hz κ3 f/Hz κ3

35 355.06 — 478.88 — 852.35 — 1 279.90 —

40 346.92 3.39 471.52 1.47 842.12 2.05 1 275.40 0.90

45 321.99 4.88 442.05 6.63 842.20 0.03 1 250.40 5.70

48 299.95 7.35 415.87 8.73 834.58 2.54 1 182.00 22.80

50 288.24 5.85 401.63 7.12 834.72 0.07 1 148.40 16.80

53 270.02 6.07 379.64 7.33 825.28 3.15 1 086.99 20.47

55 261.00 4.51 369.01 5.31 818.10 3.59 1 065.40 10.79

57 251.95 4.53 357.97 5.52 788.94 4.96 1 051.20 7.10

60 243.83 2.71 348.87 3.03 759.79 16.13 1 044.00 2.40

65 236.46 1.47 341.87 1.40 700.41 11.88 1 041.60 0.48

70 233.37 0.62 341.47 0.08 655.79 8.92 1 039.70 0.38

75 231.58 0.36 339.30 0.43 602.42 10.67 1 032.70 1.40

80 230.21 0.27 338.23 0.21 573.75 5.73 1 001.40 6.26

85 228.82 0.28 337.22 0.20 546.49 5.45 950.57 10.17

90 227.04 0.36 335.86 0.27 523.45 4.61 909.66 8.18

95 224.16 0.58 333.34 0.50 503.86 3.92 873.08 7.32

100 218.81 1.07 327.42 1.18 489.20 2.93 850.25 4.57

110 200.82 1.80 305.80 2.16 480.52 0.87 777.60 7.26

120 182.54 1.83 284.76 2.10 479.50 0.10 735.27 4.23

130 167.10 1.54 267.53 1.72 477.33 0.22 703.74 3.15

140 154.45 1.27 252.66 1.49 474.56 0.28 689.48 1.43

150 144.32 1.01 243.05 0.96 459.50 1.51 682.11 0.74
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着附板长度的增加而逐渐减小，(m, n)=(3, 4) 阶振

型逐渐转化为 (m, n)=(3, 2) 阶振型。结合图 5 和

图 6 发现，在 (m, n)=(3, n) 时，在部分模态转化现

象发生的附板长度区间内固有频率快速降低，而

在另一部分模态转化的附板区间内固有频率变化

不明显。其他模态 (m, n)=(1, n)， (m, n)=(2, n)， (m,
n)=(4, n) 具有相似的变化规律。根据式 (1)，固有

频率在部分区间内快速降低的原因是模态数 n 减小。 

5    V 形连接板与孤立板动力相似研究

前面研究了 V 形连接板耦合角度、附板厚度

与附板长度等几何参数对其动力特性的影响，计

算结果表明 V 形连接板固有频率随附板厚度增

加而阶梯式提高，这与一边弹性支撑，另外三边

自由边界条件下正交加筋板动力特性随着弹性边

支撑刚度的变化规律有一定的相似之处 [19]。为了

探讨这两种相似变化规律之间的联系，开展 V 形

连接板与孤立板动力相似性研究。 

5.1    弹性支撑孤立板动力特性研究

如图 7 所示，以一边弹性支撑，另外三边自由

的单位尺度孤立板模型为研究对象，计算其在不

同弹性支撑刚度下的固有频率与振型，其材料属

性和几何参数与 V 形连接板中主板参数相同。

其中孤立板的弹性支撑边用弹簧模拟，使孤立板

一条边的每一个节点都与相同刚度的弹簧相连

接，弹簧的另一端连接在地面，弹簧与节点的 6 个

自由度耦合。表 7 列出了不同弹性支撑刚度下单

位尺度孤立板固有频率及其变化率 κ4，图 8 为单

位尺度孤立板固有频率随支撑刚度的变化规律

图，图中 k 为弹性支撑刚度，k0 为单位刚度，其大

小为 1 N/m。图 9 为孤立板第 (m, n)=(1, n) 阶模态

随弹性支撑刚度变化的振型图。

由图 8 可知，单位尺度孤立板的各阶固有频

率随着弹性支撑刚度的提高，从较低频率提高到
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Fig. 5    The natural frequency of the V-shaped plate varies with the
length of the attached plate
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较高频率。结合表 7 中 (m, n)=(1, n) 时单位尺度

孤立板固有频率与弹性支撑刚度的对应关系可以

发现，在 lg(k/k0) < 2 时，孤立板固有频率随弹性支

撑刚度的变化较小，变化率 κ4 小于 4，此时弹性支

撑刚度非常小，加筋板的弹性支撑边近似为自由

边界条件。当 2 ≤lg(k/k0)≤ 6 时，孤立板固有频

率随弹性支撑刚度增大而显著提高，变化率 κ4 大

于 4，此时孤立板一边为弹性支撑边界条件，该刚

度区间为本文所述孤立板模型的刚度敏感区间[19]。

当 lg(k/k0) > 6 时，孤立板固有频率随弹性支撑刚

度的变化也较小，变化率 κ4 小于 4，此时弹性支撑

刚度非常大，孤立板的弹性支撑边近似为固支边

界条件。(m, n)=(2, n)，(m, n)=(3, n)，(m, n)=(4, n) 等

模态具有相似的变化规律。

 

表 7    不同弹性支撑刚度下单位尺度孤立板固有频率 f 及其变化率 κ4

Table 7    The natural frequency f and their variation rate κ4 of isolated plate under different elastic support stiffness

lg(k/k0)
(1, n) (2, n) (3, n) (4, n)

f/Hz κ4 f/Hz κ4 f/Hz κ4 f/Hz κ4

0 155.61 — 383.27 — 688.23 — 1 121.40 —

1.000 0 155.96 0.35 383.63 0.36 688.57 0.34 1 121.70 0.30

2.000 0 159.14 3.18 386.99 3.36 691.89 3.32 1 125.10 3.40

2.397 9 163.72 11.51 391.96 12.49 696.99 12.82 1 130.30 13.07

2.699 0 169.85 20.36 398.93 23.15 704.48 24.88 1 137.90 25.24

3.000 0 179.82 33.12 409.74 35.91 716.78 40.86 1 150.40 41.53

3.310 3 192.33 40.32 424.62 47.95 734.32 56.53 1 168.70 58.98

3.602 1 205.91 46.54 441.86 59.08 758.97 84.48 1 191.90 79.51

3.778 2 212.98 40.15 451.43 54.34 772.96 79.44 1 206.30 81.77

4.000 0 220.12 32.19 461.47 45.27 788.71 71.01 1 223.20 76.19

4.397 9 228.12 20.11 472.92 28.78 813.25 61.67 1 244.90 54.54

4.699 0 231.59 11.52 477.57 15.44 820.02 22.48 1 254.30 31.22

5.000 0 234.90 11.00 480.53 9.83 825.05 16.71 1 260.00 18.94

5.397 9 236.51 4.05 483.73 8.04 829.22 10.48 1 265.20 13.07

6.000 0 240.75 7.04 489.33 9.30 841.05 19.65 1 274.90 16.11

7.000 0 243.70 2.95 495.82 6.49 861.34 20.29 1 295.30 20.40

8.000 0 244.12 0.42 497.01 1.19 865.96 4.62 1 302.30 7.00

9.000 0 244.17 0.05 497.14 0.13 866.51 0.55 1 303.10 0.80

10.000 0 244.18 0.01 497.15 0.01 866.58 0.07 1 303.20 0.10

11.000 0 244.18 0 497.16 0.01 866.59 0.01 1 303.20 0

12.000 0 244.18 0 497.16 0 866.59 0 1 303.20 0
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Fig. 8    The variation of the natural frequency of the unit scale isol-
ated plate with the elastic support stiffness
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Fig. 9    Typical mode shapes of isolated plate at (m, n)=(1, n) under
different elastic support stiffness
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从图 9 可以看出随着弹性支撑刚度的增大，

孤立板的模态逐渐从 (m, n)=(1, 1) 转变为 (m, n)=
(1, 2)，并且结合图 8 发现敏感刚度区间正是模态

发生转化的区间。 

5.2    V 形连接板与孤立板动力相似

前述分析得出的孤立板的固有频率和振型随

弹性支撑刚度的变化规律，与 V 形连接板附板厚

度参数研究得出的规律有相似之处，都是从一个

频率提升到另一个频率，并且频率变化的同时模

态发生转变。由 V 形连接板耦合角度的参数化

分析发现：α在 40°～90°范围时，V 形连接板固有

频率不随角度 α的变化而显著变化（变化率不大

于 0.3），因此，当耦合角度 α在 40°～90°范围时，

若将附板看作主板的边界条件，则附板在这部分

角度区间内为主板提供的边界条件是稳定的。

在附板厚度的参数化分析中，设置 α=60°，处
于 40°～90°范围。如图 9 所示，将从 V 形连接板

附板厚度的参数化分析中得到的振型与孤立板动

力特性研究中弹性支撑刚度 k=1 013 N/m(可以看

作固支) 时的振型进行对比。每个振型对应的固

有频率见表 8。V 形连接板振型图的选取原则为

振型在 V 形连接板附板厚度改变时保持稳定，即

从图 3 中曲线较平缓的区间中选取。弹性支撑板

振型图的选取则为寻找与 V 形连接板主板上振

型图相似的振型。

图 10 为 V 形连接板振型与弹性支撑孤立板

振型对比图，其中 (a)～(d) 和 (i)～(l) 小图为附板

厚度参数化分析中 V 形连接板各阶振型图，(e)～
(h) 和 (m)～(p) 小图为弹性支撑孤立板在弹性支

撑刚度 k=1 013 N/m 时的各阶振型图。如图 10 所

示，V 形连接板的振型皆能从孤立板弹性支撑刚

度为 k=1013 N/m 时找到对应的振型。由表 8 可

知，V 形连接板与孤立板在振型相似时，它们的固

有频率接近（相对变化小于 4%），但 V 形连接板

的固有频率比弹性支撑孤立板的固有频率低，这

是由于采用弹性支撑孤立板等效 V 形连接板附

 

表 8    V 形连接板固有频率与弹性支撑孤立板固有频率对比

Table 8    Comparison  of  natural  frequency  between  V-shaped
plate and elastic support isolated plate

(m, n)阶
模态

V形连接板
固有频率f/Hz

弹性支撑矩形板
固有频率f/Hz

相对
变化/%

(1, 1) 128.84 133.45 3.45

(1, 2) 240.13 244.18 1.66

(2, 2) 338.86 349.21 2.96

(2, 3) 492.30 497.15 0.98

(3, 3) 633.21 649.39 2.49

(3, 4) 852.42 866.58 1.63

(4, 4) 1 033.10 1 066.80 3.26

(4, 5) 1 289.70 1 303.20 1.04
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图 10　V 形连接板振型与弹性支撑孤立板振型对比图形

Fig. 10    Comparison diagram of V-shaped plate modes and isolated plate modes
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板对主板的动力特性影响时，只考虑了刚度，而

忽略了质量。这说明当 α=60°时，附板相当于给

主板提供了一个近似固支的边界条件。再结合

V 形连接板耦合角度的参数化分析进一步说明

α在 40°～90°范围时，附板相当于给主板提供了

一个固支边界条件（主板与附板弯曲刚度相当[20]）。

在 V 形连接板主板模态发生转变时，其固有

频率与附板厚度近似为正比例关系。当 V 形板

耦合角度在 40°到 90°范围内时，附板相当于为主

板提供了一个固支边界条件。因此，若 α在 40°～
90°范围内且 V 形连接板第 (m, n) 阶振型对应附

板厚度为 ha，第 (m, n+1) 阶振型对应附板厚度为

hb，则 V 形连接板的第 (m, n) 阶固有频率与第 (m,
n+1) 阶固有频率可以通过将弹性支撑孤立板的

一条边设置为固支，其余边设为自由求出。通过

将第 (m, n+1) 阶固有频率减去 (m, n) 阶固有频率

得到差值，然后用该差值除以 hb－ha 就可以得出

模态转化过程中频率的增速。若 ha 和 hb 恰好是

模态转化的起始和结束时的附板厚度，则利用这

个规律还可以求出附板厚度区间 (ha, hb) 中任意

附板厚度所对应的固有频率。由此得到 V 形连

接板在附板厚度变化时特定模态固有频率的快速

预报方法。 

6    结　论

本文以 V 形连接板和孤立板为研究对象，采

用有限元法计算了不同耦合角度、不同附板厚度

以及不同附板长度下的固有频率与振型，分析了

耦合角度、附板厚度与长度等参数对 V 形连接板

动力特性与模态转换现象的影响规律，阐明了

V 形连接板动力特性的角度敏感性问题与模态转

换机理。通过对比 V 形连接板模型与孤立板模

型动力特性，得到了 V 形连接板边界动力等效关

系，在此基础上形成了 V 形连接板部分模态对应

固有频率的快速预报方法。主要结论如下：

1) 耦合角度 α在 40°～90°范围内时，V 形连

接板的固有频率不随角度 α的变化而明显变化，

附板为主板提供了近似固支的边界条件。

2) V 形连接板附板厚度增大在保持 Ly 方向

模态数 m 不变的同时会增大 Lx 方向模态数 n，固
有频率随附板厚度增加单调递增；附板长度增大

在保持 Ly 方向模态数 m 不变的同时会减小 Lx 方

向模态数 n，固有频率随附板长度增加单调递减。

3) V 形连接板固有频率随附板厚度增加呈阶

梯状变化，主板模态转化时，固有频率随附板厚

度增大而非线性提高，模态稳定时，固有频率随

附板厚度增大而线性提高。

4) 在工程中，对于 α在 40°～90°范围内的 V 形

连接板，可以通过计算一边固支，另外三边自由

边界条件下矩形板的固有频率来快速预报特定模

态的固有频率。
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